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PARTIE A
1. Limite de f(x)
lim ¢ =
x>-01 4 e*
Bonne Réponse A)
2. Forme algébrique de Z
V2 2
2(cos%+isin%) (T'HT) V2 V2\/1 V3 ' '
Z:1 T T = 4 NG =4<7+l7)<5—l7>=\/§(1+1)(1—l\/§)
2(cos3+lsm3) St+is
=x/§(1+\/§+i(1—\/§))= (V2++V6) +i(vV2—+6)
Bonne Réponse C)
3. Variance de X

X €{0;1;10}

3 2 1
PX=0)=2; PX=1)=2; P(X=10)=¢

VX) = EX?) — (E(X))Z = inzpi - (Z xipi>
0

0
3 2 1 3 2 1\2
=0x2+12x2+102 x2- (0x3+1x2+10x2) =13
6 6 6 6 6 6
Bonne Réponse B)

4, Dérivée seconde de la fonction f(x) = fox et dt.
flx) = foxe‘tzdt = G(x) — G(0) ou G est une primitive de t - e t?;

£ = (f(x)) = (G(x)) = (e_xz), = —2xe™
Bonne Réponse C)

Z—4i
Z+2

5. Ensemble des points M(Z) tels que” ” =1

Soit dans le plan complexe A(4i) et B(—2) on a ”%” =1 & MA = MB ; M appartient a la médiatrice

de [AB], 'ensemble des points M est une droite.

Bonne Réponse B)

6. Forme de n
. /IN[1 3B\ €™
1+iV3) =(=])|=+i—]| =—
(1+853) (2”)(2 2> 2"
n T
(1+i\/§) ER@ngzkn®n=3k,kEN
Bonne Réponse C)
7. Suites

1 S
Uy = ; U,,U, =1donc (Un) est une suite géometrique
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Bonne Réponse A)

8. Coordonnées du point H(x, y, z)
A(2,41); B(0,4,-3); (P)ix+2y—3z—1=0

1
Un vecteur normal & (P) est n < 2 )

x+2y—3z—1=0

-3
SN x — 2 1 -3y —2z+14 0
{AHAn:O;mAﬁ=6@{<y—4>A<2>=6<:) 3x+z—-7 =<0> =

HePp z—1 -3 2x —y 0

( 10

X = —

—3y—2z+14=0 | 7

3x+2z—-7=0 { 20

2x—y =0 =z Y=

| 109

7

o=

Bonne Réponse Aucune

9. Transformation

; C’est la matrice d’'une rotation =

1
La matrice de notre transformation est M = | 2 3
2

AT le

Bonne Réponse C)

10. Sphere et plan
(P):x+2y=3z—1=0;B(04,—-3) et S(B,1)

(1X0+2%x4—3%x—3-1]| 16
[Ox0+2xa-3x3-11 _ 16 > 1 doncP et S ne se

Distance du centre de la sphére au plan : d(B,P) = e T

touchent pas.

Bonne Réponse C)

11. Résolution de (E) :24x + 34y =2 dansZ X Z
Une solution particuliére de (E) est (xo, yo) = (—7,5)

{ 24x + 34y = 2
24(=7)+34(5) =2

= 24(x+7)+34(y—-5) =0
=>24(x+7)+34(y—-5)=0
= 12(x+7) =-17(y = 5)
=12/y -5
>y=12k+5ke€eZ
=12(x+7) = —17 x 12k

>x=-17k -7

= (,y)=(-17k —=7;12k+5) =17k — 7;5—12k) car k € Z =

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants
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Bonne Réponse D)

12. Forme polairede 3x —4y +5=0

r =4 x? +y?

Les coordonnées polaires d’un point M (x,y) sont r et 0 et se définissent par : cos g = x/r

sinf = y/r
3x —4y+5=0© 3rcosf —4rsinf = -5
& 3rcosf —4rsinf = -5
=4 —%rcos@ +§rsin9 =1
o —%rcos@ +§rsin9 =1
< 1r(cos(127°) - cos 0 + sin(127°) -sinf) = 1
o rcos(0—127°) =1
Bonne Réponse A)
13. Equation différentielle (y + \/m) dx — xdy = 0 avec y=0 quand x=1
Par vérifications successives des différentes propositions, on trouve
Bonne Réponse A)

14. Valeur de Y, a;ri™?

n

Z L F1-1 _ pn-1+1 1 —
ar =aq =aq

1—r 1-—r
i=1

Bonne Réponse B)

15.  Valeur de f 3 COS‘/—dx
f du=£
| 24/x
Posonsu =+/xona: 4x=% u=§=>
I 7T2 m
IR
4 2
7_[2
T

o .
cosVx 2 T
f dx = | 2cosudu = 2[sinu]? =2—\/§
Vx i 3

n? 3

9

Bonne Réponse D)

16.  Expression e(?-20¢

(27200 — 520,210 _ ;20 (cos26 — isin20)
Bonne Réponse C)

x?+6x, x<-1
17. Fonction f(x) ={x?+bx,-1<x<0
x> +2x+kx=>0
f(x) est continue dans 'intervalle [-2,2] si et seulement si

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants
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lim f(x) = lim_f(x) = f(=1)

lim £(x) = lim f(x) = £(0)
Or

lim f(x) = -5

x->—=1"

] lim+f(x) =1-b

x——1

=>b=6

lirgl_ f(x)=0

3 =>k=0
lim f(x) =k
x-0t

Bonne Réponse B)

18. Solution de I’équation vectorielle différentielle Z—'Z =7

N 2, . N N o s . , -
On ramene cette équation a un systéme de trois équations sur les coordonnées x, y, z du vecteur v :

dx dy dz

—:x;—: ;—:Z
dt a7 e

. - re \ Z /4
et on obtient x = a,e’ ;y = a,e’ ;z = azet = ¥ = Ae’ oton aposé A(a,, ay, as)
Bonne Réponse B)

19. Bonne Réponse A)
20. (P): 2x —y+z=4; (D) devecteur directeur# =i + 2j —k + A(i —j + k)
Sinus de I'angle entre (P) et (D)

n étant un vecteur normal au plan, 'angle a que nous recherchons vaut a = 90° — g avec g = (,7) ;
sina = sin(90° — B) = cos B

. n-r 42 -1

>
n-r

lIzll - |71l cos B = sina =

n
70 17l v182% — 242 + 36

Bonne Réponse Aucune

PARTIE B

Q1. Dans le plan complexe P rapporté au repére orthonormé direct (0, i, ), on
donne les points A, B et C d’affixe respectives i, V2 et V2 + i. On appelle I, J et
K les milieux respectifs des segments [OB] ; [AC] et [BC] et S la similitude
directe qui transforme A en I et O en B.

1.
a. Rapport k et angle a de S.

( V2
Zp + Zp V2 - 2=
|z — 2| |ZB | 2 V2
s(a) =1 IB = kAO k=T = 2= =
- SN |ZO_ZA| |ZO_ZA| |0—l| 2
> Umes(40,78) =a =)
s(0) =B " (mes(A0,IB) = «a N
Zg — 2z, \/__7 s
\ a—argzo_ZA—arg — "~ 3
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V2 T

k=—eta=—
2 2

b. Ecriture complexe de S.
Soit M(z) et M’(2) tels que M’ = S(M),ona B = S(0) =

Z —zp= ke (z — z,) = 792(2_20) S |z

2

’

iz+\/i

e

c. Affixe w du centre 2 deS.

. . N V2, 2V/2+2i
0 est invariant par S ot w = —iw +V2 & (@ ==——
y
1.2
J A
A e c
0.8
.
Q
A=K
04
X
0
04 Qlo 04 A1=|05 1.2 B 16

d. Image par S du rectangle AOBC
s(a) =1

; déterminons S(B) et S(C
5(0) - B (B) et S(C)

. 2
zB=7i\/§+\/§=i+ 2=z, >S(B)=C¢C

, \/E \/E \/§+2i Z,+z
zc=7i(i+\/z)+ =—+i= ==

2 2 2

=z =5(0) =]

Donc|S(40BC) = IB(J |

ii.
a. Images des points O, B et A par S2

s2(0) = s(s(0)) =s(B) = ¢ =
s2(B) =s(s(B)) =s(©) =] =
2\ﬁ+i zpt+zc

s2(4) = s(s(4)) = S(1) = I' avec z; =gix§+\/_:\/§+§i=7=7=z,( =

b. Montrons que S2 est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants



CORRIGE de mathématique ENSP Yaoundé 2009

Pour cela, nous allons montrer que son écriture complexe est de la forme Z =az+bola€ER eth€
C

v M(z2), soit M,(z,) = $%(z),onaz, =giz’+ 2 =gi(§iz+\/§) +4/2 = —§z+i+\/5

l+\/— 2\/_+2L
D’ou S2 est une homothétie son centre a pour afflxe ET I, Tw=?
—a 1+—

1
$? est une homothétie de centre Q(w) et de rapport — 2

c. Déduisons-en que les droites (0C), (BJ) et (AK) sont concourantes
Onas?(0) = C;S*(B) =J;5%(A) = K donc 2 le centre de 'homothétie $? appartient aux droites
(00), (B)) et (AK) et elles sont par conséquent concourantes en Q.

ili.  On définit la suite de points Aa de la facon suivante : A, = A et pour tout entier naturel n,
An+1 =S (An)
a. Représentation (Voir i-c))

b. Expressionde U, = 4,4, en fonction de U,,_,

(LZ ) (flz L)

7 V2
Uy, =44, = |Zn+1 - an = = 7 Zn - Zn—ll = 7Un_1

c. Expression de U, en fonction de n

V2\? 3
n

ST : 2
U, est une suite géométrique de raison g doncvn =0, U,=U, (g) =

M

QL. A/

On considére I'équation différentielle (E):y’' — 2y = 2(e?* — 1)

i) Montrons que la fonction h, définie sur R par h(x) = 2xe?* + 1 est solution de (E).

R —2h = 2e** + 4xe® — 2(2xe* + 1) = 2e** — 2 = 2(e** — 1) donc h est solution de (E).

i) On pose y = z + h Montrons que y est solution de (E) si et seulement si z est
solution de z — 2z = 0.
ysolutionde (E) © (z+h)' —2(z+ h) = 2(e* — 1)

oz —2z+h —2h=2(*-1)
oz —2z=0carh' — 2h = 2(e?* —1). D’ou
y est solution de (E) & z estsolutiondez’' — 2z = 0.

Résolution dans R de 'équation différentielle (E) : z — 2z = 0.

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants 6
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(E) @z=4e**; AeR

Les solutions de (E) sont sous la forme z + h soit

ly=(4+2x)e* +1; A € R

iii) Démontrons qu’il existe une seule solution g de (E) s’annulant en 0.

Soit g une solution de (E) s’annulanteno,ona: g(0) =4A+1=0=>A4=-1dougkx) =
2x—-1)e* +1

g est bel et bien unique.

B/
On considére la fonction g définie sur R par: g(x) = (2x — 1)e?* + 1.

1. Variations de g sur R.
g est continue et dérivable sur R et on a

g'(x) < Opourx <0

, onc
g (x) > O pourx >0

g’(x) = 2¢%* + (4x — 2)e®* = 4xe®*. g' s’annule en 0 et on a{

{g est décroissante sur |—oo; 0]
et croissante sur [0; +oo[
lim g(x) =1
X—>—00
lim g(x) = +o

x—+00

Tableau de variation

X — o0 +00
2'® - 0 +
1 +00
49,
0
d’apreés ce tableau,
g est positive sur R
2.
a. Résolutiondans Rde1 —g(x) =0
1-gx)z20 e gx)<l1le Rx—1De¥*+1<1
e 2x—1De¥*+1<1
< x < =
2
|-
S =|—o0;—
2
1
b. Calcul del = [2[1— g(x)]dx
ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants 7
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’

2x

g-29=2(¥-1)>1-g=e %:

2
=

[1-g(x)]dx = ~ .

[er g(x)l% _ e —

O\ANIH
o\awh—l
~/
[0}
N
R
|
%\
M
-/
N—————
=
Il

c. Interprétation graphique de a. et b.
L’aire délimitée par C, ; 'axe des abscisses ; ’axe des ordonnées et la droite d’équation

1 , . e—2
x = est égale a—

Q2. L’espace est rapporté  un repére orthonormé (0,77, k) ; on considére les
points A(3,0,10) ; B(0,0,15) et C(0,20,0).

1.
a. Représentation paramétrique de la droite (4B)
x x—3 -3
Soit M (y> un point de 'espace M € (AB) & AM = AAB = 0(A € R) & ( y ) = A( 0 )
z z—10 5

x—3 -31
z—10 54

x=-31+3
(4B) : y=0 AeR
z=51+10

b. Montrons que la droite (4B) coupe I’axe des abscisses en £(9,0,0)
Au point E ott (AB) coupe I'axe des abscisses,onay=0;z=0 21=-2=>x=-3x-2+3=9
donc E(9,0,0).

c. Justifions que les points A, B, et C ne sont pas alignés.
¥, = 20 # 0 donc d’apres la représentation paramétrique, C ¢ (AB) et par conséquent A, B, et C ne

sont pas alignés.

2. Soit H le pied de la hauteur issue de O dans le triangle OBC
a. Justifions que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (OEH)

0 9
R-ﬁE(zo)-(o):o = (BC) L (OE) (1)

—15 0

H étant le pied de la hauteur issue de O dans OBC, on a (BC) L (OH) (2)
(1) et (2) = (BC) L (OEH)
Déduisons-en que que (EH) est la hauteur issue de E dans le triangle EBC

(BC) 1 (OEH) = (BC) est perpendiculaire a toute droite de (OEH) en particulier, (EH) L (BC) de
plus, H € (BC) donc (EH) est la hauteur issue de E dans le triangle EBC

b. Déterminons une équation cartésienne du plan (OEH).

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants
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X
Un point M (y) de I'espace appartient & (OEH )si et seulement si (OM) L (BC) or (OM) 1 (BC)
Z

x 0
OM-BC=0 (:»(31)-(20):04:
z/ \-15

(OEH) : 4y —3z=0

c. Vérifions que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne 20x + 9y +
12z—-180=0
20x, +9y, + 122, — 180 =20 X 3+ 9 x 0+ 12 x 10 — 180 = 0
{20x3+9y3+1223—180=20><0+9><0+12><15—180=0
20xc + 9y, + 122, —180 = 20 X 0+ 9 X 20 + 12 X 0 — 180 = 0

Les points A, B, et C sont non alignés (et donc définissent un plan) et appartiennent au plan d’
équation cartésienne 20x + 9y + 12z — 180 = 0 ; or par trois points de 'espace, il passe un unique plan
don

(ABC) : 20x+9y +12z—-180 =0

x=0
d. Montrons que le systéme : i 4y—-32=0 a une solution unique.
20x+9y + 122 —-180 =0
La résolution du systéme nous donne la solution unique (x,y,z) = (0, %, ?)

Cette solution représente I'intersection des plans (y0z) ; (OEH) ; (ABC) qui n’est autre
que le point H

e. Calcul de la distance OH
oH = ||0H| = [0?+ (E)Z +(%)
B A 5 5

- Déductionde EH:ona H € (yOz) et E € (Ox) = (OE) L (OH) donc le triangle OEH est rectangle en
0 et d’aprés le théoréme de Pythagore, EH = VOE? + OH? = 92 + 122 = /225 =15

basexhauteur _ BCxXEH _ v202+152x15
-2z T 2

2
=12

- Aire du triangle EBC: A(EBC) =

375
A(EBC) = -

onaH € (y0Oz) etE € (Ox) = (OE) L (OH) donc le triangle OEH est rectangle en O et d’apres le
théoréme de Pythagore, EH = VOE? + OH? =92 + 122 = /225 = 15

3.
Notons tout d’abord que (EBC) = (ABC)

- V(0EBC) = aire de bassexhauteur _ :/l(EBC)xi(O,(EBC)) _ A(EBC)XL;(O,(ABC)) _ 1§_Sd(0' (ABC))
e s : 9 0 0 1 9 300
- V(OEBC) =_|[0E- (0BAOC)[|=|{0])-|| 0 |a(20]][=2|l0)( 0 | =450
0 15 0 0 15

- d(0,(ABQ) =29 =72
2

d(0,(4BC)) = 7,2

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants 9
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Q3. On considere deux suites (u,) et (v,,) définies pour tout entier naturel n,

par:
u, +v Upyp TV
Uy =3etUy = %; Vo=4etvy,,, = %
1. Calculde u,, v;,u, etv,
uy+vy 7 u +v, 15
2 2 2 4
u +v; 29 u, +v; 59
u2 = = — 172 = = —
2 8 2 16

2. Soit la suite (w,,) définie par w, = v, — u,
a. Montrons que la suite (w,) est une suite géométrique de raisoni

Pourtoutn € N,ona:

u, + v, u, + v,
R SRy
un+1+vn_un+vn 2 n_un+vn 2 n Un = Uy
e e e ) 2 2 2 2 41
w, v, — U, v, — U, v, — U, v, — U, v,—u, 4
. 2 sy e . 1
Donc (w,,) est une suite géométrique de raison "
b. Expression de (w,) en fonctionden :
1 n
w, =WO<Z> avecwy, =1, — U, =4-3=1
1 n
ol (Z)
3. Sens de variation de (u,) et (v,)
Pourtoutn € N,
Up+, Up—u w. .
Uppq — Uy = "2 = —u, = nz \ € 7" > 0 donc (u,),cy est croissante (1)
un+vn+v
u +v, 5 tin Up—V. w, , .
Vpp1 — Vp = % —v, =—2 =V, = "2 L= — 7" < 0 donc (v,,) ey est décroissante (2)

limw, = lim(vn - un) =0 (3)
(1); (2) et (3) = les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes
On peut en déduire que les suites (u,) et (v,) ont la méme limite

4. On considére a présent la suite (t,,) définie, pour tout entier naturel n, par : t,, =
Up+2v,
3
a. Démontrons que la suite (t,) est constante :

Pourtoutn € N,

u, +v, U1 t+v, u,+v, u,+v,
Upyy + 20,44 2 +2 2 2 5 T n Ut 2v, B

t =
n+1 3 3 3 2 n

Donc la suite (tn) est constante.

b. Déduction des limites de (u,) et (v,)

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants 10
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s , . ug+2vg 3+2x4 11
- Lasuite (t,) étant constante, onalimt, =ty = —— = —— = —

) ) ) 1+21 .
-  Posonsl=limu, =limv,,onaalorslimt, = 5 = 1d’ou

11
limu, =limv,, = —
Q4. A/
. . ), . L. x = cosh’ t
i) Soit (C) la courbe d’équation paramétrique sinht 0<t<2
y =

a. Calcul delalongueur de la courbe ()
N.B.

- cosh t et sinh t désignent respectivement les fonctions cosinus hyperbolique et sinus
—t t —t

etsinhtze_ze VteER

t
. . +
hyperbolique d’expressions cosht = £

On a en particulier (cosht)? = 1 + (sinh¢)? et (sinh¢t) = cosht

- Soit la courbe représentative C; d’une fonction f(x), sa longueur entre a et b vaut

b
L= j V14 (f'(x))%dx

x=f(t)

- Soit une courbe C; de représentation paramétrique {
y=1 Q)

= oy oy

i) Valeur moyenne de In x dans l'intervalle 1 < x <e
1 (e 1 L1
n=-"7 1lnxdx=e_l[xlnx—x]l=m:
1
”_e—l

B/ Soit I, = flz x(In x)"dx

- Montrons que pour n > 1, 21, + nl,,_; = 4(In 2)™.
Nous utilisons I'intégration par parties pour calculer I,,n = 1

u =xetv=(Inx)" ona

Posons 2 .
u=—etv = -(Inx)"!
P

2 2 2 2
x 1
f x(Inx)"dx = |— (Inx)" —f —nx(Inx)" dx =
1 2 1 1 2

22 1
[ =—(n2)"|—=nl_, =
n IZ( )l 2 n—1

|21, + nI,_, = 4(In2)"|

a < t < b, sa longueur vaut :

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants
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- Calcul de I5.

2 ) N . Y
Onal, = [“x(Inx)*dx ; d’aprés ce qui précede, vn = 1,1, = 2(In2)" — %nln_l =

1

1 1 1
I, = 2(n2)* - - x 3 (2(1n2)2 —=x2 (2(1n2)1 — =X 110)>

9
I, =2(n2)3-3(n2)* +3(n2) — 3

Q5.

i) Ensemble des nombres complexes z définies par |z + 1| + |z — 1] = 3

Soit dans le plan complexe les points F'(—1) et F(1) ; un point M appartenant a ’ensemble recherché
vérifie MF + MF' = 3 donc I'ensemble recherché est I'ellipse de caractéristiques :

- FoyersF etF;
- Centre O (milieu de [FF]) ;
-FF'=2c 2¢=1; MF+MF' =2a sa=

NG

3
2
les foyers appartiennent a 'axe réel donc b = va? — ¢? =

y2

X2
- Equation:——+—— =1

()

)

- Représentation:

ETUDE LIBRE, ’agence d’information et de documentation des apprenants 12
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i) Calcul pourz # 1de )}*_z',n >0

Somme des termes dune suite géométrique :

2(2—cos0)+2isin 0
5—4 cos 0

1ii) Soitz = % (cos 8 + isin 0) ; montrons que Y., z" =

. 1
La forme polaire de z est z = - e =

n 1 (% em)"“ 1 (%)1 pi+1)6
ro—
.= 1 1 i0 1 1 i6
r=0 ) e ) e

1 n+1
lim (E) ei(n+1)9 =0>

n
1 2 2(2 —cose—isine) 2(2— cos@) + 2isin @
lim er = 1= = 2 : 2= 2 in2
n—+oo 1—2¢ 2—cosf+ising (2 = cos6)? + (sinB) 4 — 4 cos @ + cos” 0 + sin“ 0
r=0 2
2(2 — cosB) + 2isin@
B 5—4cos6
o n
or Zz’= lim A
n—+oo
r=0 r=0

i - 2(2~cos6) + 2isin@
R 5—4cos0
r=0
iv)
a. Foyer de la lentille parabolique
y? =20x = 2 x 10x = F(5,0)
b. Foyers de la lentille hyperbolique

c. - Equation cartésienne de I’hyperbole

Q6. A/

. > . - d -
Exprimons r en fonction de t, tel que quandt =0,r = 0 etd—: =a

4 . , e e , . AP . , epe s -
L’équation caractéristique de I’équation différentielle vérifiée par r est

r? 4+ 3nr + 2n = 0; A= 9n* — 8n® = n* donc I'équation caractéristique admet deux solutions r;

—3n+ —3n— . "s e eees
= _net ry, = ~ = —2nles solutions de I'équation différentielle sont de la forme

- - _ - _
7 =Ae ™ + Be ™™

i 5
— = —nde™ — 2nBe™ ™
dt
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N - — — d - — N - 1> - 1- s N
Quandt=O,r=A+B=0et%=—nA—2nB=a=> A=-aetB=--adou
n n

e—nt _ e—Znt

- -
r=———"1a
n

B\

¢ Equations paramétriques du mouvement

x = (V; cos 60°)t = 25t

1
y= -39t + (V; sin60°)t = —5t* + 253

e Instant ou I’objet touche le sol.
Il corresponday = 0ett # 0 = —5t>+25V3t =0

= —5t+25V3=0

= [t. = 5V35

¢ Distance parcourue par le projectile

|d =x= 125\/?_,m|

¢ Hauteur maximale
Elle correspond a I'annulation de V,,

V,(t) = —10t + 25V3; V,(£) = 0 > ¢ = 25V3s =y = —5(25v3)" +25V3(25v3) = 97,75 m

[Amax = 97,75 m|

Instant ou elle est atteinte

t=2,5\/§s

La position a un instant t a pour coordonnées
x = (V, cos 60°)t = 25t

1 =
y = _Egtz + (v, sin60°)t = —5t> + 25+/3t

OM = (Vl- €0s 60°)1 + (— i gtt + (Vl- sin 60°) t)f OM s’écrit donc comme la somme de deux vecteurs

dont1’'un ((Vl- COS 60°) i) ne dépend que de la vitesse initiale et 'autre ((— % gt* + (v, sin60°) t) f)

de la gravité.
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