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PARTIE A 

1. Limite de f(x) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒆𝒙

𝟏 + 𝒆𝒙
= 𝟎 

Bonne Réponse A) 

2.  Forme algébrique de Z 

𝑍 =
2(cos

𝜋
4
+ 𝑖 sin

𝜋
4
)

1
2
(cos

𝜋
3
+ 𝑖 sin

𝜋
3
)
=  4

(
√2
2
+ 𝑖

√2
2
)

(
1
2
+ 𝑖

√3
2
)

= 4(
√2

2
+ 𝑖

√2

2
)(
1

2
− 𝑖

√3

2
) = √2(1 + 𝑖)(1 − 𝑖√3)

= √2(1 + √3 + 𝑖(1 − √3)) = (√2+ √6) + 𝑖(√2− √6) 

Bonne Réponse C) 

 

3. Variance de 𝑋 

𝑋 ∈ {0; 1; 10} 

𝑃(𝑋 = 0) =
3

6
 ;  𝑃(𝑋 = 1) =

2

6
 ;  𝑃(𝑋 = 10) =

1

6
 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))
2
=∑𝑥𝑖

2𝑝𝑖

2

0

− (∑𝑥𝑖𝑝𝑖

2

0

)

2

 

   = 0 ×
3

6
+ 12 ×

2

6
+ 102 ×

1

6
− (0 ×

3

6
+ 1 ×

2

6
+ 10 ×

1

6
)
2

= 13 

Bonne Réponse B) 

4. Dérivée  seconde de la fonction 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡.

𝑥

0
 

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡 

𝑥

0
= 𝐺(𝑥) − 𝐺(0) où G est une primitive de 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡

2
 ;  

𝑓′′(𝑥) = (𝑓′(𝑥))
′
= (𝐺′(𝑥))

′
= (𝑒−𝑥

2
)
′

= −2𝑥𝑒−𝑥
2
 

Bonne Réponse C) 

5. Ensemble des points 𝑀(𝑍) tels que‖
𝑍−4𝑖

𝑍+2
‖ = 1 

Soit dans le plan complexe 𝐴(4𝑖) et 𝐵(−2) on a ‖
𝑍−4𝑖

𝑍+2
‖ = 1 ⇔ 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 ; M appartient à la médiatrice 

de [𝐴𝐵], l’ensemble des points M est une droite. 

Bonne Réponse B) 

6. Forme de n 

(1 + 𝑖√3)
𝑛
= (

1

2𝑛
)(

1

2
+ 𝑖
√3

2
)

𝑛

=
𝑒
𝑖𝑛
𝜋

3

2𝑛
 

(1 + 𝑖√3)
𝑛
∈ ℝ ⇔ 𝑛

𝜋

3
= 𝑘𝜋 ⇔ 𝑛 = 3𝑘, 𝑘 ∈ ℕ 

Bonne Réponse C) 

7. Suites 

𝑈𝑛+1 =
1

2
𝑈𝑛 , 𝑈0 = 1 donc (𝑈𝑛) est une suite géométrique 
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Bonne Réponse A) 

8. Coordonnées du point 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
𝐴(2,4,1);  𝐵(0,4,−3); (𝒫): 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 − 1 = 0 

 

 

Un vecteur normal à (𝒫) est 𝑛⃗ (
1

2

−3

) 

{𝐴𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ∧ 𝑛⃗ = 0 

𝐻 ∈ 𝒫
;  𝐴𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ∧ 𝑛⃗ = 0 ⇔ {(

𝑥 − 2

𝑦 − 4

𝑧 − 1

) ∧ (
1

2

−3

) = 0 ⇔ (
−3𝑦 − 2𝑧 + 14

3𝑥 + 𝑧 − 7

2𝑥 − 𝑦

) = (
0

0

0

)   ⇒ 

{

−3𝑦 − 2𝑧 + 14 = 0

3𝑥 + 𝑧 − 7 = 0

2𝑥 − 𝑦 = 0

𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 − 1 = 0

⇒

{
 
 

 
 𝑥 =

10

7

𝑦 =
20

7

𝑧 = −
109

7

 

Bonne Réponse Aucune 

9. Transformation 

La matrice de notre transformation est 𝑀 = [

1

2

√3

2

−
√3

2

1

2

]  ; c’est la matrice d’une rotation  

Bonne Réponse C) 

10. Sphère et plan 

(𝒫): 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 − 1 = 0; 𝐵(0,4, −3) 𝑒𝑡 𝒮(𝐵, 1) 

Distance du centre de la sphère au plan : 𝑑(𝐵, 𝒫) =
|(1×0+2×4−3×−3−1|

√12+22+32
=

16

√14
> 1 donc P et S ne se 

touchent pas. 

Bonne Réponse C) 

11. Résolution de (𝐸) : 24𝑥 + 34𝑦 = 2 dans ℤ × ℤ 

Une solution particulière de (E) est (𝑥0, 𝑦0) = (−7,5) 

{
24𝑥 + 34𝑦 = 2

24(−7) + 34(5) = 2
⇒ 24(𝑥 + 7) + 34(𝑦 − 5) = 0 

   ⇒ 24(𝑥 + 7) + 34(𝑦 − 5) = 0 

   ⇒ 12(𝑥 + 7) = −17(𝑦 − 5) 

   ⇒ 12 𝑦 − 5⁄  

   ⇒ 𝑦 = 12𝑘 + 5, 𝑘 ∈ ℤ 

   ⇒ 12(𝑥 + 7) = −17 × 12𝑘 

   ⇒ 𝑥 = −17𝑘 − 7 

⇒ (𝑥, 𝑦) = (−17𝑘 − 7;12𝑘 + 5) = (17𝑘 − 7 ; 5 − 12𝑘) 𝑐𝑎𝑟 𝑘 ∈ ℤ ⇒ 
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Bonne Réponse D) 

12. Forme polaire de 3𝑥 − 4𝑦 + 5 = 0 

Les coordonnées polaires d’un point 𝑀(𝑥, 𝑦) sont r et θ et se définissent par :{
𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2

cos 𝜃 = 𝑥 𝑟⁄

sin 𝜃 = 𝑦 𝑟⁄

 

3𝑥 − 4𝑦 + 5 = 0 ⇔ 3𝑟 cos 𝜃 − 4𝑟 sin𝜃 = −5  

  ⇔ 3𝑟 cos 𝜃 − 4𝑟 sin 𝜃 = −5  

  ⇔ −
3

5
𝑟 cos 𝜃 +

4

5
𝑟 sin 𝜃 = 1 

  ⇔ −
3

5
𝑟 cos 𝜃 +

4

5
𝑟 sin 𝜃 = 1 

  ⇔ 𝑟(cos(127°) ∙ cos 𝜃 + sin(127°) ∙ sin𝜃) = 1 

  ⇔ 𝑟cos(𝜃 − 127°) = 1 

Bonne Réponse A) 

13. Equation différentielle (𝑦 + √𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0 avec y=0 quand x=1 

Par vérifications successives des différentes propositions, on trouve 

Bonne Réponse A) 

14. Valeur  de ∑ 𝑎1𝑟
𝑖−1𝑛

𝑖=1   

∑𝑎1𝑟
𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= 𝑎1
𝑟1−1 − 𝑟𝑛−1+1

1 − 𝑟
= 𝑎1

1 − 𝑟𝑛

1 − 𝑟
 

Bonne Réponse B) 

15. Valeur  de ∫
𝑐𝑜𝑠 √𝑥

√𝑥

𝜋2

4
𝜋2

9

𝑑𝑥  

Posons 𝑢 = √𝑥 on a : 

{
 
 

 
 𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

2√𝑥

𝑥 =
𝜋2

9
⇒ 𝑢 =

𝜋

3

𝑥 =
𝜋2

4
⇒ 𝑢 =

𝜋

2

⇒ 

∫
𝑐𝑜𝑠√𝑥

√𝑥

𝜋2

4

𝜋2

9

𝑑𝑥 = ∫ 2 cos 𝑢 𝑑𝑢

𝜋

2

𝜋

3

= 2[sin 𝑢]𝜋
3

𝜋

2  = 2 − √3 

Bonne Réponse D) 

16. Expression   𝑒(2−2𝑖)𝜃  

𝑒(2−2𝑖)𝜃 = 𝑒2𝜃𝑒−2𝑖𝜃 = 𝑒2𝜃(cos 2𝜃 − 𝑖 sin 2𝜃) 

Bonne Réponse C) 

17. Fonction    𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 6𝑥, 𝑥 ≤ −1

𝑥2 + 𝑏𝑥,−1 < 𝑥 < 0  

𝑥2 + 2𝑥 + 𝑘, 𝑥 ≥ 0

  

𝑓(𝑥) est continue dans l’intervalle [-2,2] si et seulement si  
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lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1) 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

Or  

{
lim

𝑥→−1−
𝑓(𝑥) = −5

lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = 1 − 𝑏
⇒ 𝑏 = 6 

{
lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑘
⇒ 𝑘 = 0 

Bonne Réponse B) 

18. Solution de l’équation vectorielle différentielle 
𝑑𝑣⃗ 

𝑑𝑡
= 𝑣   

On ramène cette équation à un système de trois équations sur les coordonnées 𝑥, 𝑦, 𝑧  du vecteur 𝒗⃗  : 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 ;  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦 ; 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑧 

et on obtient 𝑥 = 𝑎1𝑒
𝑡   ; 𝑦 = 𝑎2𝑒

𝑡  ; 𝑧 = 𝑎3𝑒
𝑡 ⇒ 𝑣 = 𝐴 𝑒𝑡  où on a posé 𝐴⃗ (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) 

Bonne Réponse B) 

19.     Bonne Réponse A) 

20. (𝑃) ∶  2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 4 ; (𝐷) de vecteur directeur 𝑟 = 𝑖 + 2𝑗 − 𝑘 + 𝜆(𝑖 − 𝑗 + 𝑘)  

Sinus de l’angle entre (𝑃) et (𝐷) 

𝑛⃗  étant un vecteur normal au plan, l’angle 𝛼 que nous recherchons vaut 𝛼 = 90° − 𝛽 avec 𝛽 = (𝑛⃗ , 𝑟 ) ; 

sin 𝛼 = sin(90° − 𝛽) = cos 𝛽 

𝑛⃗ ∙ 𝑟 = ‖𝑛⃗ ‖ ∙ ‖𝑟 ‖ cos 𝛽 ⇒ sin 𝛼 =
𝑛⃗ ∙ 𝑟 

‖𝑛⃗ ‖ ∙ ‖𝑟 ‖
=

4𝜆 − 1

√18𝜆2 − 24𝜆 + 36
 

Bonne Réponse Aucune 

 

PARTIE B 

Q1. Dans le plan complexe P rapporté au repère orthonormé direct (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ), on 

donne les points A, B et C d’affixe respectives 𝑖, √2 et √2 + 𝑖. On appelle I, J et 

K les milieux respectifs des segments [OB] ; [AC] et [BC] et S la similitude 

directe qui transforme A en I et O en B. 

i.   

a. Rapport 𝑘 et angle 𝛼 de S. 

{
𝑆(𝐴) = 𝐼

𝑆(𝑂) = 𝐵
⇒ {

𝐼𝐵 = 𝑘𝐴𝑂

𝑚𝑒𝑠(𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐼𝐵⃗⃗  ⃗) = 𝛼
⇒

{
  
 

  
 

𝑘 =
|𝑧𝐵 − 𝑧𝐼|

|𝑧𝑂 − 𝑧𝐴|
=
|𝑧𝐵 −

𝑧𝑂 + 𝑧𝐵
2

|

|𝑧𝑂 − 𝑧𝐴|
=

|√2 −
√2
2
|

|0 − 𝑖|
=
√2

2

𝛼 = arg
𝑧𝐵 − 𝑧𝐼

𝑧𝑂 − 𝑧𝐴
= arg

√2 −
√2
2

0 − 𝑖
=
𝜋

2
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𝒌 =
√𝟐

𝟐
 𝒆𝒕 𝜶 =

𝝅

𝟐
 

b. Ecriture complexe de S. 

Soit 𝑀(𝑧) et 𝑀’(𝑧) tels que 𝑀’ = 𝑆(𝑀), on a 𝐵 = 𝑆(𝑂) ⇒ 

𝑧′ − 𝑧𝐵 = 𝑘𝑒𝑖𝛼(𝑧 − 𝑧𝑂) =
√2

2
𝑒
𝑖
𝜋

2(𝑧 − 𝑧𝑂) ⇔ 𝒛′ =
√𝟐

𝟐
𝒊𝒛 + √𝟐  

c. Affixe ω  du centre Ω  de S. 

𝛺 est invariant par S d’où 𝜔 =
√𝟐

𝟐
𝑖𝜔 + √2 ⇔ 𝝎 =

𝟐√𝟐+𝟐𝒊

𝟑
 

 

d. Image par S du rectangle AOBC 

𝑺(𝑨) = 𝑰

𝑺(𝑶) = 𝑩
 ; déterminons 𝑆(𝐵) et 𝑆(𝐶) 

𝑧𝐵
′ =

√2

2
𝑖√2 + √2 = 𝑖 + √2 = 𝑧𝐶  ⇒ 𝑺(𝑩) = 𝑪 

𝑧𝐶
′ =

√2

2
𝑖(𝑖 + √2)  + √2 =

√2

2
+ 𝑖 =

√2 + 2𝑖

2
=
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶

2
= 𝑧𝐽  ⇒ 𝑺(𝑪) = 𝑱 

Donc 𝑺(𝑨𝑶𝑩𝑪) = 𝑰𝑩𝑪𝑱  

ii.  

a. Images des points O, B et A par S² 

𝑆2(𝑂) = 𝑆(𝑆(𝑂)) = 𝑆(𝐵) = 𝐶 ⇒  𝑺𝟐(𝑶) = 𝑪   

𝑆2(𝐵) = 𝑆(𝑆(𝐵)) = 𝑆(𝐶) = 𝐽  ⇒   𝑺𝟐(𝑩) = 𝑱   

𝑆2(𝐴) = 𝑆(𝑆(𝐴)) = 𝑆(𝐼) = 𝐼′  avec 𝑧𝐼′ =
√2

2
𝑖 ×

√2

2
+ √2 = √2 +

1

2
𝑖 =

2√2+𝑖

2
=

𝑧𝐵+𝑧𝐶

2
= 𝑧𝐾  ⇒

𝑺𝟐(𝑨) = 𝑲  

b. Montrons que S² est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport 
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Pour cela, nous allons montrer que son écriture complexe est de la forme 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 où 𝑎 ∈ ℝ∗ 𝑒𝑡 𝑏 ∈

ℂ 

∀ 𝑀(𝑧), soit 𝑀1(𝑧1) = 𝑆2(𝑧), on a 𝑧1 =
√2

2
𝑖𝑧′ + √2 =

√2

2
𝑖 (
√2

2
𝑖𝑧 + √2) + √2 = −

1

2
𝑧 + 𝑖 + √2 

D’où S² est une homothétie son centre a pour affixe 
𝑏

1−𝑎
=

𝑖+√2

1+
1

2

=
2√2+2𝑖

3
= 𝜔 ⇒ 

𝑺² 𝒆𝒔𝒕 𝒖𝒏𝒆 𝒉𝒐𝒎𝒐𝒕𝒉é𝒕𝒊𝒆 𝒅𝒆 𝒄𝒆𝒏𝒕𝒓𝒆 𝛀(𝝎) 𝒆𝒕 𝒅𝒆 𝒓𝒂𝒑𝒑𝒐𝒓𝒕 −
𝟏

𝟐
 

c. Déduisons-en que les droites (𝑂𝐶), (𝐵𝐽) 𝑒𝑡 (𝐴𝐾) sont concourantes 

On a 𝑆2(𝑂) = 𝐶 ; 𝑆2(𝐵) = 𝐽 ; 𝑆2(𝐴) = 𝐾 donc  le centre de l’homothétie 𝑆2 appartient aux droites 

(𝑂𝐶), (𝐵𝐽) 𝑒𝑡 (𝐴𝐾) et elles sont par conséquent concourantes en 𝛀. 

iii. On définit la suite de points An de la façon suivante : 𝐴0 = 𝐴 et pour tout entier naturel 𝑛, 

𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) 

a. Représentation (Voir i-c)) 

b. Expression de 𝑈𝑛 = 𝐴𝑛𝐴𝑛+1 en fonction de 𝑈𝑛−1 

𝑈𝑛 = 𝐴𝑛𝐴𝑛+1 = |𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛| = |(
√2

2
𝑖𝑧𝑛 + √2) − (

√2

2
𝑖𝑧𝑛−1 + √2)| =

√2

2
|𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1| ⇒

√2

2
𝑈𝑛−1 

𝑼𝒏 =
√𝟐

𝟐
𝑼𝒏−𝟏  

c. Expression de 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛 

𝑈0 = 𝐴0𝐴1 = 𝐴𝐼 = √(
√2

2
)
2

+ 1 = √
3

2
⇒   𝑼𝟎 =

√𝟔

𝟐
 

𝑈𝑛 est une suite géométrique de raison 
√2

2
 donc ∀𝑛 ≥ 0, 𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 (

√𝟐

𝟐
)
𝒏

⇒ 

𝑼𝒏 = √𝟑(
√𝟐

𝟐
)

𝒏+𝟏

 

Q1. A/ 

On considère l’équation différentielle (𝐸): 𝑦′ − 2𝑦 = 2(𝑒2𝑥 − 1) 

i) Montrons que la fonction h, définie sur ℝ par ℎ(𝑥) = 2𝑥𝑒2𝑥 + 1 est solution de (E). 

ℎ′ − 2ℎ = 2𝑒2𝑥 + 4𝑥𝑒2𝑥 − 2(2𝑥𝑒2𝑥 + 1) = 2𝑒2𝑥 − 2 = 2(𝑒2𝑥 − 1) donc h est solution de (E). 

ii) On pose 𝑦 = 𝑧 + ℎ Montrons que 𝑦 est solution  de (E) si et seulement si 𝑧 est 

solution de 𝑧′ − 2𝑧 = 0. 

y solution de (E) ⇔ (𝑧 + ℎ) ′ − 2(𝑧 + ℎ) = 2(𝑒2𝑥 − 1)  

⇔ 𝑧′ − 2𝑧 + ℎ′ − 2ℎ = 2(𝑒2𝑥 − 1) 

⇔ 𝑧′ − 2𝑧 = 0 car ℎ′ − 2ℎ = 2(𝑒2𝑥 − 1). D’où  

𝒚 𝐞𝐬𝐭 𝐬𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧  𝐝𝐞 (𝑬) ⇔  𝒛 𝐞𝐬𝐭 𝐬𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝𝐞 𝒛′ − 𝟐𝒛 = 𝟎. 

Résolution dans ℝ de l’équation différentielle  (𝐸′) ∶ 𝑧′ − 2𝑧 = 0. 
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(𝑬′)  ⇔ 𝒛 = 𝑨𝒆𝟐𝒙 ;  𝑨 ∈ ℝ 

Les solutions de (𝐸) sont sous la forme 𝑧 + ℎ soit  

𝒚 = (𝑨 + 𝟐𝒙)𝒆𝟐𝒙 + 𝟏;  𝑨 ∈ ℝ  

 

iii) Démontrons qu’il existe une seule solution 𝑔 de (𝐸) s’annulant en 0. 

 

Soit 𝑔 une solution de (𝐸) s’annulant en 0, on a : 𝑔(0) = 𝐴 + 1 = 0 ⇒ 𝐴 = −1 d’où 𝒈(𝒙) =

(𝟐𝒙 − 𝟏)𝒆𝟐𝒙 + 𝟏 

𝒈 est bel et bien unique. 

B/ 

On considère la fonction g définie sur ℝ par : 𝑔(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 + 1. 

1. Variations de g sur ℝ. 

𝑔 est continue et dérivable sur ℝ et on a 

𝑔′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 + (4𝑥 − 2)𝑒2𝑥 = 4𝑥𝑒2𝑥. 𝑔′ s’annule en 0 et on a {
𝑔′(𝑥) < 0 pour 𝑥 < 0

𝑔′(𝑥) > 0 pour 𝑥 > 0
 donc 

{
𝑔 est décroissante sur ]−∞; 0]

et croissante sur [0;+∞[
 

{
lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = 1

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞
 

Tableau de variation 

d’après ce tableau, 

𝒈 𝐞𝐬𝐭 𝐩𝐨𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℝ 

2.  

a. Résolution dans ℝ de 1 − 𝑔(𝑥) ≥ 0 

1 − 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇔  𝑔(𝑥) ≤ 1 ⇔ (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 + 1 ≤ 1 

    ⇔ (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 + 1 ≤ 1 

    ⇔  𝑥 ≤
1

2
 

𝑺 = ]−∞;
𝟏

𝟐
]  

b. Calcul  de 𝐼 = ∫ [1 − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
1

2
0

 

+-

x

g '(x)

g (x)

+∞



 

0

0

0

1
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𝑔′ − 2𝑔 = 2(𝑒2𝑥 − 1) ⇒ 1 − 𝑔 = 𝑒2𝑥 −
𝑔′

2
⇒ 

∫[1 − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

1

2

0

= ∫(𝑒2𝑥 −
𝑔′(𝑥)

2
) 𝑑𝑥

1

2

0

= [
𝑒2𝑥

2
−
𝑔(𝑥)

2
]
0

1

2

=
𝑒 − 2

2
⇒ 

𝑰 =
𝒆 − 𝟐

𝟐
 

c. Interprétation graphique de a. et b. 

L’aire délimitée par 𝓒𝒈 ; l’axe des abscisses ; l’axe des ordonnées et la droite d’équation  

𝒙 =
𝟏

𝟐
 est égale à 

𝒆−𝟐

𝟐
 

Q2. L’espace est rapporté à un repère orthonormé (𝑂, 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) ; on considère les 

points A(3,0,10) ; B(0,0,15) et C(0,20,0). 

1.  

a. Représentation paramétrique de la droite (𝐴𝐵) 

Soit 𝑀(
𝑥
𝑦
𝑧
) un point de l’espace 𝑀 ∈ (𝐴𝐵) ⇔ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ (𝜆 ∈ ℝ) ⇔ (

𝑥 − 3
𝑦

𝑧 − 10

) = 𝜆 (
−3
0
5
) 

⇔ (
𝑥 − 3
𝑦

𝑧 − 10

) = (
−3𝜆
0
5𝜆

) ⇒  

(𝑨𝑩) ∶  {
𝒙 = −𝟑𝝀 + 𝟑

𝒚 = 𝟎

𝒛 = 𝟓𝝀 + 𝟏𝟎

, 𝝀 ∈ ℝ  

b. Montrons que la droite (𝐴𝐵) coupe l’axe des abscisses en 𝐸(9,0,0) 

Au point E où (𝐴𝐵) coupe l’axe des abscisses, on a 𝑦 = 0 ; 𝑧 = 0 ⇒ 𝜆 = −2 ⇒ 𝑥 = −3 × −2 + 3 = 9  

donc 𝑬(𝟗, 𝟎, 𝟎). 

c. Justifions que les points A, B, et C ne sont pas alignés. 

𝑦
𝐶
= 20 ≠ 0 donc d’après la représentation paramétrique, 𝐶 ∉ (𝐴𝐵) et par conséquent A, B, et C ne 

sont pas alignés. 

2. Soit H le pied de la hauteur issue de O dans le triangle OBC 
a. Justifions que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (OEH) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  = (
0

20

−15

) ∙ (
9

0

0

) = 0 ⇒  (𝐁𝐂) ⊥ (𝐎𝐄) (𝟏) 

 

H étant le pied de la hauteur issue de O dans OBC, on a (𝐁𝐂) ⊥ (𝐎𝐇) (𝟐) 

(𝟏) et (𝟐)  ⇒ (𝐁𝐂) ⊥ (𝐎𝐄𝐇) 

Déduisons-en que que (EH) est la hauteur issue de E dans le triangle EBC 

(𝐁𝐂) ⊥ (𝐎𝐄𝐇) ⇒ (𝐁𝐂) est perpendiculaire à toute droite de (𝐎𝐄𝐇)  en particulier, (𝐄𝐇) ⊥ (𝐁𝐂) de 

plus, 𝐇 ∈ (𝐁𝐂) donc (𝐸𝐻) est la hauteur issue de 𝐸 dans le triangle 𝐸𝐵𝐶 

b. Déterminons une équation cartésienne du plan (OEH). 
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Un point 𝑀(
𝑥
𝑦
𝑧
) de l’espace appartient à (OEH)si et seulement si (OM) ⊥ (BC) or (OM) ⊥ (BC) ⇔ 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇔ (

𝑥

𝑦

𝑧

) ∙ (
0

20

−15

) = 0 ⇔ 

(𝐎𝐄𝐇) ∶  𝟒𝒚 − 𝟑𝒛 = 𝟎 

c. Vérifions que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne 𝟐𝟎𝐱 + 𝟗𝐲+

𝟏𝟐𝐳 − 𝟏𝟖𝟎 = 𝟎 

 {

20𝑥𝐴 + 9𝑦𝐴 + 12𝑧𝐴 − 180 = 20 × 3 + 9 × 0 + 12 × 10 − 180 = 0

20𝑥𝐵 + 9𝑦𝐵 + 12𝑧𝐵 − 180 = 20 × 0 + 9 × 0 + 12 × 15 − 180 = 0

20𝑥𝐶 + 9𝑦𝐶 + 12𝑧𝐶 − 180 = 20 × 0 + 9 × 20 + 12 × 0 − 180 = 0

 

 Les points A, B, et C sont non alignés (et donc définissent un plan) et appartiennent au plan d’ 

équation cartésienne 20𝑥 + 9𝑦 + 12𝑧 − 180 = 0 ; or par trois points de l’espace, il passe un unique plan 

don 

(𝑨𝑩𝑪) ∶  𝟐𝟎𝒙 + 𝟗𝒚 + 𝟏𝟐𝒛 − 𝟏𝟖𝟎 = 𝟎 

 

d. Montrons que le système : {

𝐱 = 𝟎

𝟒𝐲 − 𝟑𝐳 = 𝟎

𝟐𝟎𝐱 + 𝟗𝐲 + 𝟏𝟐𝐳 − 𝟏𝟖𝟎 = 𝟎

 a une solution unique. 

La résolution du système nous donne la solution unique (𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝟎,
𝟑𝟔

𝟓
,
𝟒𝟖

𝟓
)  

Cette solution représente l’intersection des plans (𝒚𝑶𝒛) ;  (𝑶𝑬𝑯) ;  (𝑨𝑩𝑪) qui n’est autre 

que le point 𝑯 

e. Calcul de la distance 𝐎𝐇 

𝑶𝑯 = ‖𝑶𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √𝟎𝟐 + (
𝟑𝟔

𝟓
)
𝟐

+ (
𝟒𝟖

𝟓
)
𝟐

= 𝟏𝟐 

- Déduction de 𝑬𝑯: on a 𝐻 ∈ (𝑦𝑂𝑧) et 𝐸 ∈ (𝑂𝑥)  ⇒ (𝑂𝐸) ⊥ (𝑂𝐻) donc le triangle 𝑂𝐸𝐻 est rectangle en 

𝑶 et d’après le théorème de Pythagore, 𝑬𝑯 = √𝑶𝑬𝟐 + 𝑶𝑯𝟐 = √𝟗𝟐 + 𝟏𝟐𝟐 = √𝟐𝟐𝟓 = 𝟏𝟓 

- Aire du triangle 𝐄𝐁𝐂: 𝓐(𝐄𝐁𝐂) =
𝐛𝐚𝐬𝐞×𝐡𝐚𝐮𝐭𝐞𝐮𝐫

𝟐
=

𝐁𝐂×𝐄𝐇

𝟐
=

√𝟐𝟎𝟐+𝟏𝟓𝟐×𝟏𝟓

𝟐
⇒ 

𝓐(𝑬𝑩𝑪) =
𝟑𝟕𝟓

𝟐
 

on a 𝐻 ∈ (𝑦𝑂𝑧) et 𝐸 ∈ (𝑂𝑥)  ⇒ (𝑂𝐸) ⊥ (𝑂𝐻) donc le triangle 𝑂𝐸𝐻 est rectangle en 𝑶 et d’après le 

théorème de Pythagore, 𝑬𝑯 = √𝑶𝑬𝟐 + 𝑶𝑯𝟐 = √𝟗𝟐 + 𝟏𝟐𝟐 = √𝟐𝟐𝟓 = 𝟏𝟓 

3.   

Notons  tout d’abord que  (𝑬𝑩𝑪) = (𝑨𝑩𝑪) 

- 𝓥(𝑶𝑬𝑩𝑪) =
𝒂𝒊𝒓𝒆 𝒅𝒆 𝒃𝒂𝒔𝒆×𝒉𝒂𝒖𝒕𝒆𝒖𝒓

𝟑
=

𝓐(𝑬𝑩𝑪)×𝒅(𝑶,(𝑬𝑩𝑪))

𝟑
=

𝓐(𝑬𝑩𝑪)×𝒅(𝑶,(𝑨𝑩𝑪))

𝟑
=

𝟏𝟐𝟓

𝟐
𝒅(𝑶, (𝑨𝑩𝑪)) 

- 𝓥(𝐎𝐄𝐁𝐂) =
𝟏

𝟔
‖𝐎𝐄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ (𝐎𝐁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝐎𝐂⃗⃗⃗⃗  ⃗)‖ =

𝟏

𝟔
|(
𝟗
𝟎
𝟎
) ∙ ((

𝟎
𝟎
𝟏𝟓
) ∧ (

𝟎
𝟐𝟎
𝟎
))| =

𝟏

𝟔
|(
𝟗
𝟎
𝟎
) ∙ (

𝟑𝟎𝟎
𝟎
𝟏𝟓

)| = 𝟒𝟓𝟎 

- 𝐝(𝐎, (𝐀𝐁𝐂)) =
𝟒𝟓𝟎
𝟏𝟐𝟓

𝟐

= 𝟕,𝟐 

𝒅(𝑶, (𝑨𝑩𝑪)) = 𝟕, 𝟐  
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Q3. On considère deux suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) définies pour tout entier naturel n, 

par : 

𝑢0 = 3 𝑒𝑡 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

;  𝑉0 = 4 𝑒𝑡 𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 + 𝑣𝑛

2
. 

1. Calcul de  𝑢1, 𝑣1 , 𝑢2  𝑒𝑡 𝑣2 

𝑢1 =
𝑢0 + 𝑣0

2
=
7

2
𝑣1 =

𝑢1 + 𝑣0

2
=
15

4
 

𝑢2 =
𝑢1 + 𝑣1

2
=
29

8
𝑣2 =

𝑢2 + 𝑣1

2
=
59

16
 

2. Soit la suite (𝑤𝑛) définie par 𝑤𝑛 = 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 

a. Montrons que la suite (𝐰𝐧) est une suite géométrique de raison 
𝟏

𝟒
 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

𝑤𝑛+1

𝑤𝑛
=
𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
=

𝑢𝑛+1 + 𝑣𝑛
2

−
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
=

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

+ 𝑣𝑛

2
−
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
=

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

− 𝑢𝑛

2

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
=

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
4

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
=
1

4
 

Donc (𝑤𝑛) est une suite géométrique de raison 
1

4
 

b. Expression de (𝐰𝐧) en fonction de 𝐧 : 

𝑤𝑛 = 𝑤0 (
1

4
)
𝑛

avec 𝑤0 = 𝑣0 − 𝑢0 = 4 − 3 = 1 

𝒘𝒏 = (
𝟏

𝟒
)
𝒏

 

𝒍𝒊𝒎  𝒘𝒏 = 𝟎  

3. Sens de variation de (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ,   

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛+𝑣𝑛

2
− 𝑢𝑛 =

𝑣𝑛−𝑢𝑛

2
=

𝑤𝑛

2
> 0 donc (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est croissante (1) 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛+1+𝑣𝑛

2
− 𝑣𝑛 =

𝑢𝑛+𝑣𝑛

2
+𝑣𝑛

2
− 𝑣𝑛 =

𝑢𝑛−𝑣𝑛

2
= −

𝑤𝑛

2
< 0 donc (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ est décroissante  (2) 

lim𝑤𝑛 = lim(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) = 0   (3) 

(𝟏) ;  (𝟐) 𝐞𝐭 (𝟑)  ⇒  𝐥𝐞𝐬 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞𝐬 (𝒖𝒏) 𝒆𝒕 (𝒗𝒏) 𝐬𝐨𝐧𝐭 𝐚𝐝𝐣𝐚𝐜𝐞𝐧𝐭𝐞𝐬 

On peut en déduire que les suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) ont la même limite 

4. On considère à présent la suite (𝑡𝑛) définie, pour tout entier naturel n, par : 𝑡𝑛 =
𝑢𝑛+2𝑣𝑛

3
. 

a. Démontrons que la suite (𝐭𝐧) est constante : 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ,  

𝑡𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 + 2𝑣𝑛+1

3
=

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

+ 2
𝑢𝑛+1 + 𝑣𝑛

2

3
=

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

+
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

+ 𝑣𝑛

3
=
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛

2
= 𝑡𝑛 

Donc la suite (𝑡𝑛) est constante. 

b. Déduction des limites de (𝐮𝐧) et (𝐯𝐧) 
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- La suite (𝑡𝑛) étant constante, ona lim tn = t0 =
u0+2v0

3
=

3+2×4

3
=

11

3
 

- Posons l = limun = limvn , on a alors lim tn =
l+2l

3
= l d’où  

𝐥𝐢𝐦𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦𝒗𝒏 =
𝟏𝟏

𝟑
 

Q4. A/  

i) Soit (C) la courbe d’équation paramétrique {
x = cosh2 t

y = sinh t
  0 ≤ t ≤ 2. 

a. Calcul de la longueur de la courbe (𝑪) 

N.B.  

- cosh 𝑡 et sinh 𝑡 désignent respectivement les fonctions cosinus hyperbolique et sinus 

hyperbolique d’expressions cosh 𝑡 =
𝑒𝑡+𝑒−𝑡

2
 et sinh 𝑡 =

𝑒𝑡−𝑒−𝑡

2
 ∀ 𝑡 ∈ ℝ 

On a en particulier (cosh 𝑡)2 = 1 + (sinh 𝑡)2 et (sinh 𝑡)′ = cosh 𝑡 

- Soit la courbe  représentative 𝒞f  d’une fonction f(x), sa longueur entre a et b vaut 

ℒ = ∫ √1+ (𝑓′(𝑥) )2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

- Soit une courbe 𝒞f de représentation paramétrique {
x = f1(t)

y = f2(t)
  a ≤ t ≤ b., sa longueur vaut : 

ℒ = ∫ √((𝑓1
′(𝑡))

2
+ (𝑓2

′(𝑡))
2
)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

ii) Valeur moyenne de ln x dans l’intervalle 1 ≤ x ≤ e 

𝜇 =
1

𝑒 − 1
∫ ln 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1

=
1

𝑒 − 1
[𝑥 ln 𝑥 − 𝑥]1

𝑒 =
1

𝑒 − 1
⇒ 

𝝁 =
𝟏

𝒆 − 𝟏
 

B/ Soit 𝐼𝑛 = ∫ 𝑥(ln 𝑥)𝑛𝑑𝑥
2

1
 

- Montrons que pour n ≥ 1, 2In + nIn−1 = 4(ln 2)
n. 

Nous utilisons l’intégration par parties pour calculer In, 𝑛 ≥ 1 

Posons {
𝑢′ = 𝑥 𝑒𝑡 𝑣 = (ln x)n, 𝑜𝑛 𝑎

𝑢 =
𝑥2

2
 𝑒𝑡 𝑣′ =

𝑛

𝑥
(ln x)n−1

⇒  

∫ 𝑥(ln 𝑥)𝑛𝑑𝑥
2

1

= [
𝑥2

2
(ln x)n]

1

2

−∫
1

2
𝑛x(ln x)n−1𝑑𝑥

2

1

⇒ 

In = [
22

2
(ln 2)n] −

1

2
𝑛In−1 ⇒ 

𝟐𝑰𝒏 + 𝒏𝑰𝒏−𝟏 = 𝟒(𝐥𝐧 𝟐)𝒏  
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- Calcul de I3. 

On a 𝐼3 = ∫ 𝑥(ln 𝑥)3𝑑𝑥
2

1
 ; d’après ce qui précède, ∀𝑛 ≥ 1, In = 2(ln 2)𝑛 −

1

2
𝑛In−1 ⇒ 

I3 = 2(ln2)
𝟑 −

1

2
× 𝟑(2(ln2)𝟐 −

1

2
× 𝟐(2(ln2)𝟏 −

1

2
× 𝟏I𝟎)) 

Or I𝟎 = ∫ 𝑥𝑑𝑥
2

1
= [

𝑥2

2
]
1

2

=
3

2
 ⇒ 

𝑰𝟑 = 𝟐(𝐥𝐧 𝟐)𝟑 − 𝟑(𝐥𝐧 𝟐)𝟐 + 𝟑(𝐥𝐧 𝟐) −
𝟗

𝟖
 

 

Q5.  

i) Ensemble des nombres complexes z définies par |𝑧 + 1| + |𝑧 − 1| = 3 

  

Soit dans le plan complexe les points 𝐹′(−1) et 𝐹(1) ; un point 𝑀 appartenant à l’ensemble recherché 

vérifie 𝑀𝐹 +𝑀𝐹′ = 3 donc l’ensemble recherché est l’ellipse de caractéristiques : 

- Foyers F′ et F ; 

- Centre  (milieu de [FF′]) ; 

- FF′ = 2c ⇒ c = 1 ;  MF +MF′ = 2a ⇒ a =
3

2
 ;  

les foyers appartiennent à l’axe réel donc 𝒃 = √𝒂𝟐 − 𝒄𝟐 =
√𝟓

𝟐
  

- Equation : 
x2

(
3

2
)
2 +

y2

(
√5

4
)
2 = 1 

- Représentation : 
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ii) Calcul pour z ≠ 1 de ∑ zrn
r=0 , n > 0 

Somme des termes d’une suite géométrique : 

∑ 𝒛𝒓

𝒏

𝒓=𝟎

=
𝒛𝟎 − 𝒛𝒏+𝟏

𝟏 − 𝒛
=
𝟏 − 𝒛𝒏+𝟏

𝟏 − 𝒛
 

iii) Soit z =
1

2
(cosθ + i sin θ) ; montrons que ∑ zr∞

r=0 =
2(2−cos θ)+2i sin θ

5−4 cos θ
 

La forme polaire de z est 𝑧 =
1

2
𝑒𝑖𝜃 ⇒   

∑ 𝑧𝑟

𝑛

𝑟=0

=
1 − (

1

2
𝑒𝑖𝜃)

𝑛+1

1 −
1

2
𝑒𝑖𝜃

=
1 − (

1

2
)
𝑛+1

𝑒𝑖(𝑛+1)𝜃

1 −
1

2
𝑒𝑖𝜃

 

lim (
1

2
)
𝑛+1

𝑒𝑖(𝑛+1)𝜃 = 0 ⇒  

lim
𝑛→+∞

∑ 𝑧𝑟

𝑛

𝑟=0

=
1

1 −
1

2
𝑒𝑖𝜃

=
2

2 − cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
=

2(2 − cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)

(2 − cos 𝜃)2 + (sin 𝜃)2
=

2(2 − cos 𝜃) + 2𝑖 sin 𝜃

4 − 4 cos 𝜃 + cos2 𝜃 + sin2 𝜃

=
2(2 − cos 𝜃) + 2𝑖 sin 𝜃

5 − 4 cos 𝜃
 

or ∑𝑧𝑟
∞

𝑟=0

= lim
𝑛→+∞

∑𝑧𝑟
𝑛

𝑟=0

 ⇒ 

∑ 𝒛𝒓

∞

𝒓=𝟎

=
𝟐(𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝜽) + 𝟐𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝟓 − 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝜽
 

iv)  

a. Foyer de la lentille parabolique 

𝑦2 = 20𝑥 = 2 × 10𝑥 ⇒ 𝑭(𝟓, 𝟎) 
b. Foyers de la lentille hyperbolique 

 

c. Equation cartésienne de l’hyperbole 

 

Q6. A/  

Exprimons 𝑟  en fonction de t, tel que quand t = 0, 𝑟 = 0 et 
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= 𝑎  

L’équation caractéristique de l’équation différentielle vérifiée par  𝑟  est  

𝑟2 + 3𝑛𝑟 + 2𝑛 = 0;  ∆= 9𝑛2 − 8𝑛2 = 𝑛2 donc l’équation caractéristique admet deux solutions 𝑟1 =
−3𝑛+𝑛

2
= −𝑛 et 𝑟2 =

−3𝑛−𝑛

2
= −2𝑛 les solutions de l’équation différentielle sont de la forme 

𝑟 = 𝐴⃗ 𝑒−𝑛𝑡 + 𝐵⃗ 𝑒−2𝑛𝑡  

𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= −𝑛𝐴⃗ 𝑒−𝑛𝑡 − 2𝑛𝐵⃗ 𝑒−2𝑛𝑡  
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Quand 𝑡 = 0, 𝑟 = 𝐴 + 𝐵⃗ = 0⃗  et 
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= −𝑛𝐴 − 2𝑛𝐵⃗ = 𝑎 ⇒   𝐴⃗ =

1

𝑛
𝑎  et 𝐵⃗ = −

1

𝑛
𝑎  d’où 

𝒓 =
𝒆−𝒏𝒕 − 𝒆−𝟐𝒏𝒕

𝒏
𝒂⃗  

B\ 

 Equations paramétriques du mouvement  

{
𝒙 = (𝑽𝒊  𝐜𝐨𝐬 𝟔𝟎°)𝒕 = 𝟐𝟓𝒕

𝒚 =  −
𝟏

𝟐
𝒈𝒕𝟐 + (𝑽𝒊  𝐬𝐢𝐧 𝟔𝟎°)𝒕 = −𝟓𝒕𝟐 + 𝟐𝟓√𝟑𝒕

 

 Instant où l’objet touche le sol. 

Il correspond à 𝑦 = 0 et 𝑡 ≠ 0  ⇒  −5𝑡2 + 25√3𝑡 = 0 

    ⇒ −5𝑡 + 25√3 = 0 

    ⇒ 𝒕𝒔 = 𝟓√𝟑 𝒔  

 Distance parcourue par le projectile 

𝒅 = 𝒙 = 𝟏𝟐𝟓√𝟑 𝑚  

 Hauteur maximale 

Elle correspond à l’annulation de 𝑉𝑦 

𝑉𝑦(𝑡) = −10𝑡 + 25√3 ; 𝑉𝑦(𝑡) = 0 ⇒ 𝑡 = 2,5√3𝑠 ⇒ 𝑦 = −5(2,5√3)
2
+ 25√3(2,5√3) = 97,75 𝑚 

𝒉𝐦𝐚𝐱 = 𝟗𝟕, 𝟕𝟓 𝒎  

Instant où elle est atteinte 

𝒕 = 𝟐, 𝟓√𝟑 𝒔  

 

La position à un instant t a pour coordonnées  

𝑥 = (𝑉𝑖  𝐜𝐨𝐬 60°)𝑡 = 25𝑡

𝑦 =  −
1

2
𝑔𝑡2 + (𝑉𝑖  sin 60°)𝑡 = −5𝑡2 + 25√3𝑡

 ⇒ 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑉𝑖  𝐜𝐨𝐬 60°)𝒊 + (−
1

2
𝑔𝑡2 + (𝑉𝑖  sin 60°)𝑡) 𝒋  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ s’écrit donc comme la somme de deux vecteurs 

dont l’un ((𝑉𝑖  𝐜𝐨𝐬 60°)𝒊 ) ne dépend que de la vitesse initiale et l’autre ((−
1

2
𝑔𝑡2 + (𝑉𝑖  sin 60°)𝑡) 𝒋 ) 

de la gravité.  

 


